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4. Parameterschatzung

Aufgabenstellung der Parameterschatzung

Gegeben:
= Mathematisches Modell einer WV p(m|0) fiir eine beobachtbare Grofe m

= Stichprobe D ={my,..., my } fur festen, aber unbekannten Parameter-
vektor 0.

Gesucht:
= Wahrer” Wert des Parametervektors 0.

Ansatz:

= Schatzfunktion @(D) (Schétzer), welche die Stichprobe D statistisch

auswertet und in gewissem Sinne dem ,wahren® Wert 8 mdglichst nahe
kommt.
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4. Parameterschatzung

Methodiken der Parameterschatzung

Likelihoodmethodik (Klassische Statistik)
» O wird als unbekannte, konstante, nicht-stochastische GroRe angesehen.

= Maximum-Likelihood-Schatzung: Man wahlt 6(D) so, dass die gegebenen
Beobachtungen D ={mg,...,my } maximal wahrscheinlich werden.

Bayes'sche Methodik (Bayes'sche Statistik)
= O wird als Zufallsvariable angesehen und lber eine WV beschrieben.

= 7.B.: Maximum-A Posteriori-Schatzung: Man wahlt 6(D) als den Wert @
mit der hochsten A Posteriori Wahrscheinlichkeit nach Beobachtung von D.
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4. Parameterschatzung — Einschub: Bedeutung von Wahrscheinlichkeit

Axiome nach Kolmogorov:

A1: Nichtnegativitat pr( A) >0

A2: Normierung Pr(Sicheres Ereignis )=1
A3: Additivitat ANB=2 = Pr(AUB)=Pr(A)+Pr(B)
Pr(AnB)

Bedingte Wahrscheinlichkeit:  Pr(A|B):= (B}
r

Die Kolmogorovschen Axiome legen fest, wie mit Wahrscheinlichkeiten
gerechnet wird (Syntax), machen aber keine Aussage dartber, was
Wahrscheinlichkeiten bedeuten (Semantik).
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4. Parameterschatzung — Einschub: Bedeutung von Wahrscheinlichkeit

Mit den Axiomen vertragliche Interpretationen beziglich der Bedeutung
von Wahrscheinlichkeit:

Axiome nach Kolmogorov

Empirisch Degree-of-Belief (DoB)
(Frequentistisch) § (Grad-des-Daflrhaltens)
Objektiv Subjektiv v
Klassische Statistik Bayes'sche Statistik

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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4. Parameterschatzung

Parameterschatzung im Kontext der Mustererkennung

» Schatzung der Parameter der klassenspezifischen WVen
p(m|0;, @) 1=1,..., c aus den Daten D.

Annahmen:

» Struktur der klassenspezifischen WVen ist gegeben. Nur die Parameter
0; sind unbekannt.

= Uberwachtes Lernen: die Klassenzugehorigkeiten der einzelnen

Stichproben in D sind bekannt. = Partitionierung von D in Dy,...,.D, mit
den zur jeweiligen Klasse gehdrenden Stichproben.

= Die Stichproben in D; haben keinen Einfluss auf p(m|0;, @) 1#].

Konsequenz:

» Schatzung der Parameter der klassenspezifischen WVen zerfallt in
C separate Parameterschatzaufgaben, die unabhangig voneinander
behandelt werden konnen. - Klassenunterscheidende Kennzeichnung
kann in diesem Kapitel weitgehend unterdrtickt werden.
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4. Parameterschatzung

Eigenschaften von Schatzern: Erwartungtreue

Klassische Statistik
Erwartungstreue (unbiased estimator):

E{6}=0

E{6}= [0 p(6)d6 = [6(m) p(m|6)dm
® iM

Bias (systematischer Fehler):

b(0) = E{0}—0

Bemerkung: Simple Korrektur durch Subtraktion nur mdglich, falls b

nicht vom Parameter 6 abhangt.

Bayes'sche Statistik
Erwartungstreue (unbiased estimator):

E{6}= [0 p(6)d6 = [ [6(m) p(m,6)dm d6
®

® IM
Bias:

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

E{0} = E{6}

b = E{0}— E{6}
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4. Parameterschatzung

Eigenschaften von Schatzern: Varianz

Varianz (stochastischer Fehler): | Var{0} = E{(6 — E{0})2} = E{62} - E{0}?

Schatzverfahren mit minimaler Varianz werden als effiziente
(wirksame) Schatzverfahren bezeichnet.

Cramer-Rao-Schranke (CRB) fur erwartungstreue Schéatzer (klassische
Statistik) flr einen skalaren Parameter:

={m4,..., my }, Beobachtungen m, seien stochastisch unabhangig.

A 1 :
Var{0(D)}> \E {(am (1) } ) (PR eeOF o 6)dm

Details und Verallgemeinerungen siehe z.B.: K. Kroschel, ,Statistische Informationstechnik®, Springer 2004

= CRB ist eine untere Schranke flr die Varianz aller erwartungstreuen
Schatzer.

= Effiziente Schéatzverfahren erreichen die CRB.
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4. Parameterschatzung

Beweisskizze CRB: me RY 8 R, N =1

: op(m|é
Voraussetzungen: %Ip(mle)dmﬂ p(ael )dm

6(m) ist erwartungstreu: E{é(m)}:

2.1(6(m)-6)p(m|6)dm = [-2(3(m) - 6)p(m | H)dm =0

ae(m)

mit =0 folgt:

~[p(mIg)ydm + [(H(m)-6) M9 gm = 0

mit PO _ AINBIMO) b(m | 6) folgt:

[(6(m)-0)p(m|6) 2" gm ~1

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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4. Parameterschatzung

[((m)-6)p(m| )" 20D g 1

2
Mit der Schwarzschen Ungleichung: sz (m) dmj yz(m)dmZ(Ix(m)y(m)dm)

und ( (B(m)—6)/p(m[8)/p(m o) LR p(ml‘g)dm) -1 folgt:

IUN ‘LY ‘dwalsAsiaziyog aAmpfeldul 0y [ynisiyal L10Z @

[(Bm)-6f p(m|9)dmj (a'”p(m'e))z p(m|&)dm >1

2108y 3j[e ‘aynisiied| 1elsIon

Q Wy,
~ ~
Varig(m); E{(a'” pimie) }: Fisher-Information

— Cramer-Rao-Schranke
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4. Parameterschatzung

Plausibilitat: Wie stark andert sich m mit 87?

m~ p(m|6)— >8|o(argl<9) N op 1 _ain g(emm)
= . o0 p
00 p(m|6)
,(2In p(m|6) ) (einpmie) ¥ | _
(7 ’( 00 I8 ’E{( o0 }—3(9)

Quantifizierung der Empfindlichkeit von m beziglich Veranderungen von 6.
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4. Parameterschatzung

Eigenschaften von Schatzern: Konsistenz

Ein Schatzverfahren heil3t konsistent, falls mit wachsender Zahl N der zur
Schatzung herangezogenen Beobachtungen die Wahrscheinlichkeit, mit
der die Schatzung vom wahren Wert um ein beliebiges ¢ abweicht, gegen
Null konvergiert:

lim P{|[6(D)—0>&}=0, V&>0 D={m,,..my}
N —o0

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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4. Parameterschatzung

Diskussion: Erwartungstreue, Varianz, mittlerer quadratischer Fehler

A

p()]

—»<— b(6) =0

—/\— oc /Var{g;}

p(6,)

0

b(6) = E{6,}-6

oC W/Var{éz}

p ;

R
>
0

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

0: sel wahrer Wert

Schatzer 4;: erwartungstreu

Schatzerd,: nicht erwartungstreu,

aber:
JVar{d,} < Var{g}
Var{.}. stochastischer Fehler

Bias b: systematischer Fehler

E{(0—-0)2}=b2(6) + Var{f}:
mittlerer quadratischer Fehler

Welcher Schatzer ist besser?

Mustererkennung
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4. Parameterschatzung

Beispiel: N stochastisch unabhangig gewonnene Stichproben einer

Zufallsvariablen m, fir die gilt: m ~ p(m| «) (unabhangige identisch
verteilte Stichprobe: i.i.d.). Es gelte:

p=E{m}

o2 = Var{m} = E{(m— x)?}

Erwartungswert w4 soll durch arithmetischen Mittelwert geschatzt werden.

1 N
E{ﬂ}:E{NZ } ZE{mk}— Zy 4 >Erwartungstreue
k—l

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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4. Parameterschatzung

Beispiel: Fortsetzung

Varianz des Schatzers:

Var{i}=E{(ii—u)*}= E{[ﬁim ] }=$ii5{(mk = p)(m - )}

. 1 < 1 <
Var{u}=W;E{(mk—u)2}=W;az — =

» Varianz verschwindet mit wachsendem N - Konsistenz aufgrund der
Ungleichung von Tschebyscheff: P{ ‘é— E{é}{ > & } <Var{f}/ £*, V& >0

= Abnahme der Standardabweichung des Schéatzers /Var{a} mit 1/</N
Ist typisch fUr die meisten praktisch relevanten Aufgabenstellungen.
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4.1. Maximum Likelihood Schatzung

Gegeben:

N stochastisch unabhangig gewonnene Stichproben eines Zufallsvektors m,

far den gilt: m ~ p(m|0) (unabhangige identisch verteilte Stichprobe: i.i.d.).

Dann gilt:

N
p(D|9)=£[1p(mk |0)

D={my,..my}

p(D|0) als Funktion von 0 wird als Likelihoodfunktion bezeichnet.

Maximum Likelihood Ansatz: Man schétze 6 derart, dass die Wahrschein-
lichkeit (Wahrscheinlichkeitsdichte) p(D|6) der vorliegenden Beobachtungen

D maximal wird.

Oy = arg gnax{p(D 10)}

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Mustererkennung
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4.1. Maximum Likelihood Schatzung

Wegen der Monotonie der Logarithmusfunktion, kann man aquivalent die
logarithmierte Likelihoodfunktion maximieren; das bringt oft analytische

Vorteile.

1(6) :=In(p(D|0))

N
1(6) = kZ'lﬂ(lo(mk 16))
=1

Oy =arg (r)nax{l (0)}

Notwendig fur Maximum:

vV, 1(0) = ZV In(p(mk|0)) =0 mit V,

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

a

Loglikelihoodfunktion

0
06,

]
9
’aej

Mustererkennung

17

IUN ‘LY ‘dwalsAsiaziyog aAmpfeldul 0y [ynisiyal L10Z @

19 91408y 3|[e ‘aynis|ie)| 1elSIon

-11do yalgalyosu

'sun 19q a1yodalagebialiopm pun



4.1. Maximum Likelihood Schatzung

Beispiel: rote Punkte sind
Stichproben einer normal-
verteilten Zufallsvariablen m
mit bekannter Standard-

abweichung o und unbe-
kanntem, zu schatzendem

Erwartungswert 6.

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Quelle: R. O. Duda, P. E. Hart, D. G. Stork: Pattern Classification

Mustererkennung
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4.1. Maximum Likelihood Schatzung

Beispiel: m~ N(m;n,X), p unbekannt

1 _ d 1
In p(my | w) = =2 (i —w) "™ My —p) =2 27— In| |
V, In p(my 1) = Z3(my - p)

N N
>V In p(my | p) = Y E7H(my —) =0
k=1 k=1

N
2. (M —{)=0
k=1
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4.1. Maximum Likelihood Schatzung

Beispiel: m~ N(m;,u,Gz) ,

0=(u,0°)" =(6,6,)"

,u,az unbekannt

1 1
In p(m |6) =~ - (m —6)? - In2706,
2

N

N
> VglInp(m [0)=>

k=1 k=1

N 1 R

Zé—(mk -0)=0

k169

SI-t L -2
- «— 6

k=1 26’2 20%

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

T
1 I
(m, —6,), — (m —6’) = 0 <
{6’2 Ko 26’2 205 A
3\ ML-Schatzer:
n 1 %
O = i =— 2. M
S N 21
~ N
A 2 1 \2
J QZZO'ML:NZ(mk_,U)
k=1
Mustererkennung
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4.1. Maximum Likelihood Schatzung

Beispiel: m ~ N(m;u, X) , n, X unbekannt

=(n,x)’

1 _ d 1
In p(my |0) == (M —p) 7 (my —p) = In 27— In | X |

N

Y. Vglnp(my |06)=
k=1

N 10 10 T
-1 . =Y Tyl =Y _
kgzi): (m, —p), 5 A% (m —p) X "(M, —p) 5 7% In |Z|} = 0

N A
kzlz-l(mk -p) =0

N 10 10
2- 1|0
G 208 2 0%
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4.1. Maximum Likelihood Schatzung

Beispiel, Fortsetzung

N 10 10 A
Z[ A }
k=1 252 20X 1 N
[ T$-1 ] m:Nka
me —)TEZ1(my — k=1
az _1( K — i) (Mg — i) 82
o N .
. (mk—m+m—ﬁ)T2—1(mk—m+m—ﬁ)]
OX k=1
- > [ -m)7EA(m - m)] —R)TEL(m -
Skalar
0 4 2—1%(m CenV(m. T Tl - -
= k m)(mk m) + N
0 k=1
8A (ﬁ‘._lg)JrN
ox
o= 1 1N . _
mit S:=—S=—> (my, -m)T(my —m)
N N k=1
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4.1. Maximum Likelihood Schatzung

Beispiel, Fortsetzung

o 0
o% o3 o3
o

~ 0 %, \
—trlVS )+ — (M- TV(Mm-i)—-—In|VI|=0
52()52( WTV(M-f)- < |V|

oln p(my |0) _ dln p(my |0) oV
ox oV 5 |

/52
ox

)
0 . (3, O 0 \
tr\VS )+ —(m-p)TvV(m-p)-—In| V=0
av()a\,( WTV(m )~ |V

9

oX
0 0 T .
—tr(AX)=—1tr(XA)=A" + A—-diag(A
S AX) = tr(XA) = AT + A—diag(A)

In| X |= 2X‘1—diag(X‘1) >

25 —diag (S) +a%(m—ﬁ)TV(m—ﬁ) —23 +diag(£) =0

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

tr(£18)+ 2 (m-p)TEL(m—f) -2 In | £1|=0
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4.1. Maximum Likelihood Schatzung

Beispiel, Fortsetzung

2§—diag(§)+a%(m—ﬁ)TV(m—ﬁ)—2>i+diag(>i)=O

-
r ML-Schatzer:
o1 X
—Z \
\ ] ) 1
o< o | BML _Ng‘lmk
2S—2% +diag(X-S) =0 n
< A A T
- 2ML ZNZ(mk—Mka—H)
k=1

Differentiation nach Vektoren und Matrizen, siehe z.B.:
T. K. Moon; W. C. Stirling: Mathematical Methods and Algorithms for Signal Processing, Prentice Hall, 2000.
C. Voigt; J. Adamy: Formelsammlung der Matrizenrechnung, Oldenbourg Verlag, 2007.
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4.1. Maximum Likelihood Schatzung

Beispiel: Iris Datensatz nach R. A. Fisher, Modell: Gaulz'sche WDFen mit
unkorrelierten Merkmalen, Maximum Likelihood Schatzung der Parameter

petal width

25

® Iris Versicolor , |

1.5

® Iris Virginica |

(V-0 o

Iris Setosa

0

petal length

Prof. Dr.-

Ing. Jurgen Beyerer

Ellipsen kennzeichnen die
20 - Grenzen der

Wahrscheinlichkeitsdichten.

Mustererkennung
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4.1. Maximum Likelihood Schatzung

Beispiel: Vokalerkennung

Bayes'sche Klassifikation, Modell: Normalverteilung fur klassenbedingte
Merkmals-WDFen, Parameterschatzung: Maximum Likelihood

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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4.1. Maximum Likelihood Schatzung

Beispiel: Grifferkennung Hand

3.5 B 2-
3 £ 3.
4
2.5 < 9
N
o
3 2
(qv] *:
e
1.5 wEE
L
*
1 *
X %
0.5} , U . .
0.2 0.3 0.4 0.5
Feature 1

Bayes'sche Klassifikation, Modell: Normalverteilung fur klassenbedingte
Merkmals-WDFen, Parameterschatzung: Maximum Likelihood

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer Mustererkennung 27
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4.2. Bayes'sche Bestimmung der AP-Klassenwahrscheinlichkeiten

Fundamentalgro3e der Bayes'schen Klassifikation:
A Posteriori Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Klassen

P(w; |m) = P(M | wi)P(®i)

p(m)

Problem: WVen unbekannt - Mlssen aus den Daten D geschatzt werden.

Ansatz:

p(m| @i, D)P(w; | D)

P(a; |, D) =

_le(mla)j,D)P(wj |D)
j=

Die p(m|®;,D) approximieren die p(m|a;).

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Mustererkennung
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4.2. Bayes'sche Bestimmung der AP-Klassenwahrscheinlichkeiten

Vereinfachende Annahmen:

» A Priori Wahrscheinlichkeiten seien gegeben oder ausreichend genau

bestimmt worden: P(w;) = P(w; | D)

» Die Stichproben in D, haben keinen Einfluss auf p(m| @, D) i#k.

= WDFen p(Mm|a;) haben eine bekannte parametrisierte Form p(m|0;, ;)

p(m| w;, Di)P(x)

P(ar |m,D) =

_le(m |@j,Dj)P(wj)
j=

mit P(0;i | wj) bekannt.

p(m|w;,Di) = | p(m,8; |, D;)de; = | p(m|9i,wi,¢i)p(ﬂi | @i, Dj) do;
o, )

9

p(m|w;,Di) = | p(m|6;,)p(8; | &, D;)de;
@.

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Mustererkennung
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4.2. Bayes'sche Bestimmung der AP-Klassenwahrscheinlichkeiten

Die Gesamtaufgabe zerféllt in ¢ Teilaufgaben; eine pro Klasse. Flr jede

Klasse @ gilt es, die klassenspezifische WDF

p(m|wi,Di) = | p(m|0;,a;)p(8; | wi,D;)do;
O;

anhand der Daten D; zu bestimmen.

(*)

Zur einfacheren Schreibweise wird im Folgenden die Kennzeichnung
der Klassen unterdrtickt. Die Uberlegungen gelten aber immer nur fir

eine Klasse o.

- Vereinfachte Schreibweise fur (*):

p(m|D) = | p(m|8)p(8]D)d6
O

Da p(m|0) als bekannt vorausgesetzt ist, gilt es im Folgenden, p(0|D)

ZU bestimmen.
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4.2. Bayes'sche Bestimmung der AP-Klassenwahrscheinlichkeiten

Beispiel: m~ N(m; z,6%), © unbekannt

Annahme: 4~ N(u; iy, 05) (40,96 sind sogenannte Hyperparameter)
p(D| 1) p(x) N
D)= =a(D
p(x|D) [ p(D | ) p(i)d a( )glp(mklﬂ)lo(ﬂ)
T im0 -
p(,u|D)-a(D){[lﬁaexp|: 2( j}/ﬂaoe)(p{ 2( o0
p(my | 12 p(x)

- ... kann nur eine
1[N 12 1N ..
—a"(DYexpl == | — +— (42 =2l — S m, + 2 Gauly’'sche WDF
«"(D) p{ ZK 2 ],u [ 2. M ],u sein! Quadratische
Erganzung -2 ...)
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4.2. Bayes'sche Bestimmung der AP-Klassenwahrscheinlichkeiten

Beispiel, Fortsetzung

Diese WDF lasst sich schreiben als: p(z| D) = N(; uy ,Gﬁ)

1 1ﬂu2
D) = exp| —=| —~N
p(x|D) J2ron p 2( on j

0'502 1 N

/J . Nag Ia + 02 ,U 2 . A . Zm
N -— N 0 O\ — HMN = — k
No§ + o2 No§ + o2 N No§ + o2 N (=

Diskussion:

= A Priori + Empirische Information > A Posteriori WDF p(u| D)

= uy die beste Schatzung (MAP) fur z nach N beobachteten Werten.

. a,% beschreibt die Schatzunsicherheit (stochastischer Schatzfehler)

= uy liegt zwischen gy und g
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4.2. Bayes'sche Bestimmung der AP-Klassenwahrscheinlichkeiten

Beispiel, Fortsetzung

P(ee | My,ee,my)

\ 50

Quelle: R. O. Duda, P. E. Hart, D. G. Stork: Pattern Classification

A Posteriori Verteilungsdichte fur wachsende Anzahl von Beobachtungen.
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4.2. Bayes'sche Bestimmung der AP-Klassenwahrscheinlichkeiten

Beispiel, Fortsetzung

p(m|D) = | p(m| ) p(u|D)du
®

B S m—ujz 1 _1(u—uNT ;
I\/ﬂaexp{ 2( o :ImUN exp{ 2\ opN “

1 exp{_l(m_ﬂ'\')z} f(o,on)

2TOON 2

2
20+0N

mit f(G,GN)::feXp - 5 5

2

10'2+a|%|( _G,%m+c72y|\|j du
2 2

o20§ of +o

p(m|D) = N(m; 1y, 62 +5F)
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4.2. Bayes'sche Bestimmung der AP-Klassenwahrscheinlichkeiten

Beispiel: p(m|p) =N(m;p, X), p unbekannt

Annahme: p(p) = N(p; pg, Xq)

N
p(n|D) =ap p(Mmy [n) p(p)
=1

N
= a'exp{— ;(uT (NE1+2Z5h)p—2pT (Z—lkz my + Zoluojﬂ
=1

= a"eXp{—%(u—uN)Tzﬁl(u—uN)}

P(r|D) =N(pipy, Xy)
-1
1 1
=2 X +—2X| py+—X
N o( 0" N j UN N

1 1
T =Ee(Zg+—X)1l=x
N 0(Xg y ) N

(

20+12
N

-1
|
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4.2. Bayes'sche Bestimmung der AP-Klassenwahrscheinlichkeiten

Beispiel, Fortsetzung
p(m|D)= [ p(m|p)p(n|D)dp
P(r|D)=N(un, EN)

p(m|p) = N(u,X)

p(m|D)=N(m;py, E+Xy)
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4.2. Bayes'sche Bestimmung der AP-Klassenwahrscheinlichkeiten

Uberblick zum Verfahren; fur jede Klasse i = 1,...,c separat anzuwenden.
= p(m|6;,w;) strukturell als bekannt angenommen; Wert 0; unbekannt.

= p(0;|w) bekannt; enthalt das A Priori Wissen tber ;.

= Das weitere Wissen tber 0; ist in D; enthalten; D; besteht aus N;
unabhangigen Stichproben my,...,my. bezuglich der WDF p(m|w,).

N
p(D; |9i’a)i):kH_lp(mk 10i, @)

i oy P(Di |0, @) p(0; | @)
p(e"D"”')‘Jp<Di|ei,wi)p<ei|coi>dei

p(m|Di,w;) = p(m|0;,@;)p(0; | Di, w;)d6;
= Wenn p(0; | D;, @) sich stark um einen Wert 0; = 6; konzentriert, dort

eine ausgepragte Spitze ausbildet, dann kann p(m|D;, ;) durch
p(m|0;,w;) approximiert werden.
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4.2. Bayes'sche Bestimmung der AP-Klassenwahrscheinlichkeiten

Vergleich: Bayes'sches Verfahren und Maximum Likelihood Schatzung.

Bayes'sches Verfahren:

+ A Priori Wissen uber @ kann eingebracht werden.
— Numerische Berechung mehrdimensionaler Integrale erforderlich.

Maximum Likelihood Verfahren:

+ Keine mehrdimensionalen Integrale, sondern nur Extremwertsuche.
— A Priori Wissen Uber @ kann nicht eingebracht werden.
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4.2. Bayes'sche Bestimmung der AP-Klassenwahrscheinlichkeiten

Beispiel: d = 2, ¢ = 2, Daten und daran angepasste Normalverteilungen

p(m|D;, )

0.1

Nvo

Modell passt schilecht!

45 . . i 45 °
rnl 4 a5 s * m2
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4.2. Bayes'sche Bestimmung der AP-Klassenwahrscheinlichkeiten

Beispiel: Vokalerkennung, d =2, ¢ =5,

Daten und daran angepasste Normalverteilungen

p(m|D;j, o)

x 10°

2500 T
.h.\_

2000 -

1500 o

F_I_ / k H Z 1000 ;\0\6‘-«\//’\2’0/0'

_—" 1000

T 800
" 600

lekHZ
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4.3. Bayes'sche Parameterschatzung

Wenn p(0|D) sich stark um einen Wert 0 =0 konzentriert, dort eine
ausgepragte Spitze ausbildet, dann kann p(m|D) durch p(m|0)
approximiert werden.

Mit dieser Approximation wird der Rechenaufwand des Verfahrens aus
Abschnitt 4.2. erheblich reduziert, da insbesondere das Integral

p(m|D)= [ p(m|6)p(8]D)d6

nicht ausgewertet werden muss.
p(m|D) = [ p(m|6)p(8| D)d6 ~ [ p(m|6)5(6—6)d6 = p(m|6)

Im Folgenden werden die wichtigsten Techniken zur Bayes'schen
Parameterschatzung gezeigt.
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4.3. Bayes'sche Parameterschatzung

0 wird als Zufallsvariable angesehen und Uiber eine WV beschrieben.

Ansatz 1: Minimaler quadratischer Schatzfehler

E{||6(D)-012}= [ [1(6,0)p(6,D)d0dD —'> minimal dD::]N[dmi
IMN ® =1

Kostenfunktion:

1(6,0) = (6-0)" (0—0)
E{||6(D)-0|°}= [ [(@®-06)"(0-0)p®]|D)d8 p(D)dD —'> minimal
IMN©

< 1(D):=[ (6-0)" (6-0)p(6|D)dO ist minimal.
®

K A
1(D)=| Zl(ﬁj(D)—ﬁj)zp(ﬂlD)dﬂ
O )=
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4.3. Bayes'sche Parameterschatzung

Notwendige Bedingung fur Minimum:

o1(D) '
06, (D)

= [ 2(6,(D)-6,)p(®|D)dO =0
®
©  6(D)=[6p®|D)do
®
Hinreichende Bedingung far Minimum:;

021(D)
o6 (D))

Schatzer mit minimalem mittleren quadratischen Fehler:

0(D) = _[ 0p(0|D)d6=E{0|D} mit p(@|D)= p(D |(9|;)p(9)
®

A Posteriori Erwartungswert der Zufallsvariablen 6
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4.3. Bayes'sche Parameterschatzung

Ansatz 2: Konstante Gewichtung grof3er Fehler

Kostenfunktion:
|(6,9):={0 fir [6-0/<A, A>0
1 sonst
|
E{1(6,0)}= [ [1(6,6)p(6,D)d6dD — minimal
IMN ®
PN 1(D) = [1(6,6)p(6|D)d0 ist minimal.
®
PN I(D)=1- [ p(@|D)d® istminimal.
{0[]16-6]|<A}

Fir A = 0 folgt:

0(D) = arg gnax{ p(0|D)} MAP-Schatzer
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4.3. Bayes'sche Parameterschatzung

Ansatz 2. Konstante Gewichtung grol3er Fehler

Wegen der Monotonie der Logarithmusfunktion, kann man aquivalent die
logarithmierte A Posteriori WDF maximieren; das bringt oft analytische

Vorteile.

8(D) = arg max{In p(0 | D)}
0

MAP-Schatzer

Falls In p(6|m) differenzierbar ist, lautet die notwendige Bedingung ftr

Maxima:

N !
Vo In(p(0] D))= kZ_lve In p(my |8) + V4 In p(0) = 0

In vielen praktisch relevanten Fallen liefern MAP-Schatzung und der
A Posteriori Erwartungswert das gleiche Ergebnis.

Details siehe z.B. in: K. Kroschel, ,Statistische Informationstechnik®, Springer 2004
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4.3. Bayes'sche Klassifikation — ergdnzende Bemerkungen

Fehler bei der Bayes'schen Klassifikation

= Bayes'scher Fehler: ergibt sich durch die Uberlappung der
Verteilungsdichten; spiegelt die Diskriminanz der Merkmale wider.

= Modellfehler: ergibt sich durch ein nicht passendes Modell.
Auswahl eines passenden Modells mit Hilfe eines Anpassungstests fur
WVen, z.B. Chi-Quadrat-Test; Detalls in statistischer Grundlagenliteratur.

» Schatzfehler: ergibt sich aufgrund endlicher Datensatze.

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer Mustererkennung 46

IUN ‘LY ‘dwalsAsiaziyog aAmpfeldul 0y [ynisiyal L10Z @

19 91408y 3|[e ‘aynis|ie)| 1elSIon

-11do yalgalyosu

sun 1aq a1yoaiagebiaya M pun



